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SUR L’HOMOLOGIE DU GROUPE ORTHOGONAL
A COEFFICIENTS DANS LES ALGEBRES DE CLIFFORD

JEAN-GUILLAUME GREBET

(Note submitted for publication in the Comptes-Rendus de I’Académie des Sciences)

RESUME

Le but de cette note est de montrer que la méthode utilisée par Dupont et Sah pour calculer les
groupes d’homologie H; (SO(3; R),s0(3; R)) et Ho(SO(3; R), 50(3; R)) peut étre reformulée de maniere
plus générale en termes de formes différentielles non-commutatives sur les algebres de Clifford. En
appliquant alors ce formalisme a d’autres algebres de Clifford, on est en mesure d’une part de retrouver
les résultats de Cathelineau pour les groupes Hi (SL2(C), s[2(C)) et Ha(SL2(C), s12(C)), et d’autre part
de calculer les groupes Hy (SLa(R), s[5(R)) et Ho(SL2(R), s[2(R)), qui sont respectivement isomorphes
3 Q}Rl(@ et au groupe nul.

ABSTRACT

The object of this note is to show that the method used by Dupont and Sah to compute the homol-
ogy groups H;(SO(3; R),s0(3;R)) and Hy(SO(3; R),s0(3; R)) can be reformulated more generally in
terms of non-commutative differential forms over Clifford algebras. Applying then this formalism to
other Clifford algebras, we are able on one hand to retrieve the results of Cathelineau for the groups
H; (SLy(C), s12(C)) and Hy(SLy(C),sl5(C)), and on the other hand to compute H; (SL2(R), sl5(R))
and H2(SL2(R), sl2(R)), which are respectively isomorphic to Q]IR‘Q and to the null group.

1. ABRIDGED VERSION (IN ENGLISH)

1.1. Some classical facts on Clifford algebras. Let F be either a Pythagorician field, (i.e. an
ordered field all of whose positive elements possess a square root), or a field of characteristic 0 which
is square root-closed. Let V' be a finitely generated F-vector space, equipped with a non-degenerate
quadratic form 1.

Denote by CZ (V,1)) the associated Clifford algebra, by C£° (V) the subalgebra of even elements,
and finally by C£! (V1)) the C£° (V,1))-module of odd elements. Let w stand for the volume element
of CL (V,1)). Also, denote by 7 the anti-involution induced by transposition on C£ (V,1)). Finally, write
a for the involution of C¢ (V) induced by —idy .

Recall that the algebra C£ (V) is isomorphic as an F-vector space to the exterior algebra /\"fF V,
through the identification (??). The even and odd parts of C£(V,4)) correspond respectively to the
even and odd exterior powers of V.

The groups Pin(V, ) and Spin(V,%) act on C£(V,1) by automorphisms of algebra through the
graded adjoint action (?7?). With this action, the map (??) becomes an isomorphism of Pin(V,)-
modules.

1.2. A vanishing result in homology. The following is a generalised version of a theorem by
Dupont and Sah (see [?]), which is one of the key ingredients for the subsequent computations.

Theorem 1.1. The inclusion of groups O(y)) — O(y) x V gives rise to an isomorphism in low
degrees in homology :

VE<N,  Hi(O®),Z)=H(0W)xV,Z).
where the natural integer N is given by :
— dimp V if ¢ (or —1) can be written as a FEuclidean inner product, or if dimpV < 4;
- dimp V — 1 if F is Pythagorician and ¢ is of signature (1,dimgV — 1) or (dimgV —1,1);
- min(r, s) if F is Pythagorician and v is of signature (r,s) with (r —1)(s —1) > 1.



The argument follows the lines of the proof given in [?], by substituting to the complex of configura-
tions of points in affine Euclidean space defined in loc. cit. the chain complex (C,, d) of configurations
of points (ao,-..,a,) in the affine space V such that all faces of (ao, ..., a,) span a non-degenerate
affine subspace with respect to 1.

With some precautions, it is possible to construct a “circumcentric” subdivision and thus develop
the same kind of argument as in [?].

We have to check, in the case of dimension 4 for F Pythagorician, that for r < ', s < s’ and
r + s = 2 the natural maps Hy(O(r, s;F), Q) — H2(O(r', s'; F),Q) are all surjective.

1.3. The short exact sequence of the adjoint action. Assume now that V is of dimension 4
over IF, that there is a vector on which ) evaluates to 1, and that w has square 1. Then CZ(V,4) can
be identified with .#5(C), where C is the Clifford algebra associated to the restriction of ¢ to a non-
degenerate plane of V, so that the subalgebra C£° (V, %) is identified with the diagonal subalgebra
Cy®C_, and the C£° (V,))-module CL! (V, 1)) is identified with the antidiagonal submodule C; & Cs.

The group Spin(V,9) C C£° (V%)) possesses one or two connected components (for the Zariski
topology). Furthermore, the connected component of the identity Spin*(V, ) canonically decomposes
as a product of two isomorphic factors S; x S_. With our matricial presentation, the group Pin(V, )
01
1 0}

Denote by u: CL(V,9) ®g CL(V,¢) — CL(V,4)) the multiplication in C£(V,4) (considered as a
Q-algebra). The involution 7 can be extended to the tensor powers of Cl (V, 1), so that 7 commutes
with p. It is also easy to check that 7 commutes with the action of Pin(V, ). We consider then the
exact sequence (??) of Pin(V,1)-modules.

The module A2V is identified with (Cy @ C_)~, where the ~ sign denotes the —1-eigenspace under
the action of 7. Similarly, /\?‘)Q V is identified with (C1 ®g C2)~ (the action of both J and 7 on C; ® Cs
is defined).

In these terms, the short exact sequence (??) translates to (7).

is generated by Spin(V, ) and the matrix J =

1.4. Computation of the homology of the group S; with coefficients in its adjoint action.
Consider now the long exact sequence in homology associated to the exact sequence of Pin(V,)-
modules (??). By Theorem ??, the groups Hy(Pin(V,4), (C1 ®q¢ C2) ) are zero for k < 2, which
implies that we have an isomorphism Hy (Pin(V, ), /\f; V) = Hy—1 (Pin(V, ), 1 (C)~) for k =1, 2.
Theorem 1.2. (i) The map I,(C) — HH;(C) = HHy(F) = Q}FlQ induces an isomorphism
HO(Spin1 V), (C)) = 911F|Q: on which Pin(V, ¢)/Spin1(V, 1) acts trivially.

(#) The group Hy(Spin' (V,4), I, (C)~) is zero.

For the proof, we follow step by step the arguments of Dupont and Sah, replacing the algebra of
quaternions with the Clifford algebra C.

Observe that Hy (Pin(V, ), (Cy ® C_)7) is the module of coinvariants of Hy (S (V,4), C ™) under
the action of Spin(V, )/ Spin*(V, ), for k < 3.

When F = C (or a square root-closed field), we have the isomorphism S; = SLy(C) (or Sy &
SL(F)). The group Spin(V, )/ Spin' (V,4) = Z /27 is generated by the class of the central element
i, which implies that the action of this group on Hy(S;+(V,4),C17) is trivial. Thus Theorem (?7?)
yields the results of Cathelineau in [?].

When F = R (or a Pythagorician field), and if we consider the standard quadratic form of
signature (2,2), we have Sy = SLy(R) (or Sy = SLy(F)). It is not too difficult to show that
Spin(V, 1)/ Spin' (V, 1)) acts trivially on the group Hy(Sy(V,%),Cy ). In particular, we find that
Hl(SLQ(R),E[Q(]R)) = Q]IR|Q’ and Hz (SL2 (R),ﬁ[g(R)) =0.

2. TEXTE PRINCIPAL (EN FRANCAIS)

2.1. Quelques rappels sur les algébres de Clifford. Soit F un corps pythagoricien (i.e. un
corps ordonné dont tous les éléments positifs admettent une racine carrée), ou bien un corps de
caractéristique 0 stable par passage a la racine carrée. Soit V' un F-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’une forme quadratique non-dégénérée 1.

Notons C£ (V, 1) ’algebre de Clifford associée, C£° (V, 1)) la sous-algebre des éléments pairs, et enfin
CeL (V,9) le CL° (V,4)-module des éléments impairs. Désignons par w 1’élément volume de C¢(V, ),
une fois choisie ’orientation de V. Notons également 7 ’anti-involution induite par la transposition
sur C£(V,%). Enfin, écrivons a pour linvolution de C/f(V,) induite par —idy. Cette involution



commute avec T, et a pour sous-espaces propres associés respectivement & 1 et —1 les parties paire et
impaire de CZ(V, ).

Rappelons que lalgebre C£(V,4) est isomorphe comme F-espace vectoriel & I’algebre extérieure
A%V, & travers I'identification :

u1/\.../\up — I%Za-eep(_l)lalua'(l) T Ug(p)s

(1)

les parties paire et impaire de C£(V,4) correspondant respectivement aux puissances extérieures
paires et impaires de V.

Les groupes Pin(V, ¢) et Spin(V, ¢) agissent sur C£ (V, 1)) par automorphismes d’algebre via ’action
adjointe graduée, qui s’écrit pour x € Pin(V, 1)) et tout élément homogene y € CL(V, ) :

2 AdE (y) = (=1)lallvlg .y 5=

Avec cette action, ’application (??) devient un isomorphisme de Pin(V,)-modules.

2.2. Un résultat d’annulation en homologie. Nous donnons ici une version généralisée d’un
théoreme de Dupont et Sah (voir [?]), qui est I'un des ingrédients-clefs pour les calculs qui vont
suivre.

Théoréme 2.1. L’inclusion de groupes O(v)) — O(¢) X V donne liew & un isomorphisme en ho-
mologie en bas degrés :

3) VESN,  Hy(O®),Z)=Hy(O®¥) x V,Z).

ot lentier naturel N est égal d :
- dimpV si v (ou —1)) peut s’écrire comme un produit scalaire euclidien, ou si dimpV < 4;
— dimpV — 1 si F est pythagoricien et ¢ est de signature (1,dimpV — 1) ou (dimgV —1,1);
- min(r,s) si F est pythagoricien et ¢ est de signature (r,s) avec (r —1)(s — 1) > 1.

Nous reprenons la démonstration donnée dans [?], en substituant au complexe de configurations
de points de ’espace affine euclidien le complexe de chaines (Cy,d) des configurations de points
(ao, - --,ap) de 'espace affine V telles que toutes les faces de (ao,--.,ap) engendrent un sous-espace
affine non-dégénéré pour .

Notons qu’une k-configuration qui engendre un sous-espace U de rang k < dimp V' et dont toutes
les faces sont non-dégénérées au sens précédent admet toujours un «centre de la sphére circonscritex.
Cependant, il peut tres bien se faire que la subdivision associée & cette construction fasse apparaitre
des cellules ayant des faces dégénérées.

Aussi, le sous-complexe de C, que nous considérons en lieu et place du complexe des cellules
génériques de Dupont et Sah est le sous-complexe engendré par les cellules de rang maximal pour
lesquelles la subdivision par les «centres de la sphere circonscrite» ne produit pas de cellules dégénérées.
Cette condition reste suffisamment générique pour permettre de suivre le méme argument que dans
[?], modifié comme dans [?].

L’autre point délicat, dans le cas de la dimension 4 pour F pythagoricien, consiste & vérifier que les
applications naturelles Ha(O(r, s;F),Q) — H2(O(r’,s';F), Q) sont toutes surjectives pour r < r/,
s<setr+s=2.

2.3. La suite exacte de ’action adjointe. Supposons désormais que V est de dimension 4 sur
F, qu’il existe un vecteur sur lequel ¢ prend la valeur 1, et que de plus I’élément volume w soit de
carré 1. Sous ces hypotheéses, Cl (V, 1)) s’identifie & .#2(C), ou C est lalgebre de Clifford associée &
la restriction & un plan non-dégénéré de V.
Ainsi, C est une F-algebre de dimension 4, qu’on munit de ’anti-involution # définie comme la
restriction de 7 o & & C, de sorte que :
— la sous-algebre C£° (V, ¢) s’identifie & la sous-algebre diagonale Cy & C_, o1 C; et C_ désignent
les sous-algebres correspondant aux premier et deuxiéme blocs diagonaux respectivement ;
— le C£° (V,4)-module C£! (V,%) s’identifie au groupe C; & Cs, ou C; et Cy désignent les sous-
modules correspondant aux blocs supérieur droit et inférieur gauche respectivement ;
— la transposition 7 s’identifie & Panti-involution de .#>(C) donnée par la formule :

" (0= (S0 9.



Le groupe Spin(V, 1) C C£° (V,4)) admet une ou deux composantes connexes lorsque F est pytha-
goricien (le deuxieéme cas correspondant & la situation ou ¢ admet des sous-espaces isotropes), et
deux composantes connexes (pour la topologie de Zariski) lorsque F contient i. Ces composantes
connexes correspondent aux équations ar(a) = 1 et ar(a) = —1 respectivement. D’autre part, le
sous-groupe Spin'(V,1) correspondant & la composante connexe de I’identité dans Spin(V,v) se
décompose en un produit de deux facteurs isomorphes S; x S_ avec Sy C Cy et S_ C C_. Notons
également qu’avec la présentation matricielle précédente, le groupe Pin(V,4) est engendré par le
01
10 )

Notons p4 et p_ les deux applications définies en composant I’inclusion Spin(V, 1)) — C£° (V)
avec les projections C£° (V,9)) — C, et CL°(V,y)) — C_ respectivement. Ainsi, I’action de
Spin(V,4) induite par laction adjointe graduée sur C; (resp. sur Cs) est donnée par
g-z=pi(g)zp_(g)~* (resp. par g-z = p_(g)zps(g)~!). De méme, I’action de Spin(V,4) induite
par Paction adjointe graduée sur C (resp. sur C_) est donnée par g -z = p;(g)zp4(g) ! (resp. par
g-z=p-(9)zp-(9)7").

Notons p : CL(V, 1) ®g Cl (V, ) — CL(V, ) la multiplication dans C¢ (V, 1)) (considérée comme
Q-algebre). L’involution 7 s’étend aux puissances tensorielles de Cf(V,1)) en utilisant la formule
T(X1Q...0xp) = T(2p) ®...@7(x1). Avec cette définition, 7 commute avec le produit p. Par ailleurs,
la transposition 7 agissant sur C£° (V1)) a pour sous-espaces propres associés & 1 et —1 respectivement
F-10F-w et /\]2F V. De maniére analogue, T agissant sur C£! (V,4)) a pour sous-espaces propres associés
a1 et —1 respectivement V et A2 V.

On vérifie également sans difficulté, & ’aide des considérations précédentes, que la transposition
7 commute avec l’action du groupe Pin(V,4). On considere la suite exacte de Pin(V,)-modules
suivante :

(5) 0—>A—>/\;V—>/\;V—>O,

groupe Spin(V,9) C Cy & C_ et la matrice J = [

ol le morphisme /\?Q V— /\%V est la projection naturelle.

On a identifié plus haut /\; V a (Cy® C_)", ou le signe ~ indique que l'on considére le sous-
espace propre associé & —1 sous 'action de 7. De méme, /\éV s’identifie & (V ®g V). D’apres
la présentation matricielle de CZ(V, ), on voit que V ®q V s’identifie comme Pin(V,4))-module a
C1 ®g C (les morphismes V — C., € = 1,2 sont donnés par projection). Ici, le groupe Spin(V, )
agit diagonalement sur C; ®qg C» par les actions définies plus haut, et la matrice J agit par la formule
J-z®y = 0(z)®6(y). La transposition 7 agit sur C; ®gC> par la formule 7(z®y) = 6(y) ®6(x). Ainsi,
la restriction de p & V®qV correspond sous cette identification a I’application v : C; ®Cy — C1®C_
définie par la formule v(z ® y) = (zy, 0(z)0(y)).

En ces termes, la suite exacte (??) se réécrit :

(6) 0—)[1(0)_ — (Cl (226 02)_ B (C+@C_)_ — 0,

ou [; (C) désigne le groupe des 1-formes différentielles non-commutatives fermées (on reprend les no-
tations de [?], voir aussi [?]), c’est-a-dire le groupe des 1-cycles du complexe (Q.(C),0) des formes
différentielles non-commutatives sur C. On sait que Hy(Q.(C),0) = HHy(C), et que d’autre part
C est isomorphe & une algébre de matrices a coefficients dans F, Cg ou Hy (avec Cy = Fi] et
Hp Dalgebre des quaternions sur F), les deux derniers cas apparaissant seulement lorsque F est
pythagoricien. Par conséquent, par le théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg, on déduit (voir

[7]) que Hi(.(C),0) = Ok o = AL OL .

2.4. Calcul de ’homologie du groupe S; a coefficients dans son action adjointe. Considé-
rons 3 présent la suite exacte longue d’homologie associée & la suite exacte de Pin(V,)-modules
(??7). En vertu du théoreéme ?7, les groupes Hy(Pin(V, ), (C1 ®g C2)~) sont nuls pour k < 2, ce qui
implique que l'on a un isomorphisme Hy (Pin(V, ), /\]fT V) =2 Hp_1 (Pin(V, ), 1 (C)~) pour k =1,2.
Théoréme 2.2. (i) L’application I)(C) — HHy(C) = HHy(F) = Qg induit un isomorphisme
Ho (Spin*(V, ), I (C)~) = QllFlQ, sur lequel Pin(V, 1))/ Spin' (V, 1) agit trivialement.

(i3) Le groupe Ha(Spin' (V,4), I (C)~) est nul.

Pour la preuve, on considére les actions de Spin' (V) et 7 sur Q;(C) C C; ® Cy définies pré-

cédemment, et on les étend comme dans [?] au complexe (Q2.(C),0). Il est facile de généraliser les
raisonnements de loc. cit. pour établir les faits suivants :



— Le groupe Spin*(V, ) agit trivialement sur HH, (C).
— La transposition 7 agit sur HH;(C) comme la multiplication par (—1)¥.
— Si I’on considere I’action du sous-groupe S_ C Spin*(V, 1)), on a :

@ s, (@) = { § b=

Le reste de ’argument est le strict analogue du raisonnement de Dupont et Sah pour les quaternions.

On déduit du théoréme précédent que Ha(Pin(V,4),(Cy & C_)~) = 0, et Hy (Pin(V, %), (Cy+ &
c_)7)= Ql%‘l@‘ On observe alors d’une part que Hy(Spin'(V, ), (C1 ®C_)~) = H,(S+(V,¢),C17) @
Hy (S+(V,4),C_7) pour k < 3, et que la matrice J agit sur ce groupe par échange des facteurs.
D’autre part, Cy~ est ’algebre de Lie du groupe S . Par conséquent, Hg (Pin(V,4), (C+ @ C_)7) est
le groupe des coinvariants de Hy (S (V, ), Cy~) sous I’action de Spin(V, )/ Spin*(V, ), pour k < 3.

Lorsque F = C (ou un corps stable par passage & la racine carrée), on a S; = SLy(C) (ou
S, = SL,(F)). Le groupe Spin(V,v)/ Spin'(V,4) = 7 /27 est engendré par la classe de 1’élément
central i, ce qui implique que l’action de ce groupe sur Hy(Sy(V,4),C;7) est triviale. On retrouve
ainsi les résultats de Cathelineau dans [?].

Lorsque F = R (ou un corps pythagoricien), et si 'on considére la forme quadratique standard de
signature (2,2), on a Sy =2 SL2(R) (ou Sy = SLo(F)). Par I’étude d’une suite spectrale calculant
Hy(TSy,Z),ou TSy désigne le groupe tangent de Sy (voir [?], revisité comme dans [?] ou [?]), il est
assez facile de montrer que Spin(V, 1)/ Spin' (V, 1) agit trivialement sur le groupe Hy (S (V, %), Cy ).
En particulier, on trouve ainsi que H; (SLy(R), s[5(R)) = QI%UQ’ et Hy(SL2(R), sl2(R)) = 0.

Remarque 1. 1l est possible d’écrire une présentation matricielle similaire en dimension (paires)
supérieures pour CL(V,1)), et d’établir ainsi ’analogue de la suite (??). La premiére difficulté qui
se présente alors est que l'on ne dispose plus d’une décomposition en produit de Spinl(V, ). De
plus, dans les cas ou F ne contient pas i, le domaine de validité du théoréme 7?7 se retrouve plus ou
moins réduit. Il serait intéressant pour cela d’affiner les théorémes connus de stabilité pour les groupes
orthogonaux.
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